Introducao ao Limite
LISTA 2 Teorema do Confronto
A Célculo 1 - 2023.2 Limite Trig. Fundamental

DEPARTAMENTO DE MATEMATICA APLICADA Limites infinitos e no infinito

/-' Exercicio 1 } ~

Em cada um dos graficos a seguir, discuta a existéncia dos limites laterais e do limite propriamente dito nos
pontos a indicados.
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/—' Exercicio 2 } ~

Considerando o grafico de h representado a direita, determine caso
exista o
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/—' Exercicio 3 } ~

Em cada um dos exercicios abaixo calcule o limite (se existir) das fun¢des no ponto a indicado. Se o limite néo
existir, explique por qué.

1. a=1, f(x):%, xeR\{-1/2} 2. a=7 f(x)=In(z)- sen(xz), z € (0,00)
3. a=n/4, f(x)=cos(z)—sen(z), rz€R 4. a=17F, f(x):hle(f), z>1
2 1 2 2 2
5 oa=2 f(z)= z+1 sex> 6. a=2 f(z)= r+3 sex >
Jr—1 sex <2 3r—1 sex <2
N\ J

Exercicio 4

Considere:

fz) =

3r+1 sex<l1

er+2 sex>1 2241 sex<0
e g(z) =
a5 sex >0



Estude alc% fog(x).

/-| Exercicio 5 }

a indicado:
(2? - 4)
1 =92 =
a=2 f() (z — 2)%(z + 3)
et —1
2. a=0, =
\_ @ f(x) er +1

Em cada um dos itens abaixo calcule os limites laterais (se existirem) e discuta a existéncia do limite no ponto

~

/-' Exercicio 6 }

. 222 —3x—5
1. lim —
rx——1 z+1

. V4xr+1-3
2. lim —————

r—2 r—2

lim 22+ 522+ Tz +3
S " o—5-3 223+ 922 + 10z + 3

Em cada um dos itens abaixo, determine:

Exercicio 7

1. lim M
x—0 a8

f(=)

Seja f : R — R uma fungao tal que lim —= =
x—0 X

1. Determine:

/—' Exercicio 8 }

Determine:

1

49x

x—0

1. lim 22 sen l sen(
! - 3. lim Vze T

™

z—0t

1
2. lim 2%7 cos (—) 4. lim (cos(z) — 1) sen <—>
z—0 x

lim1 (2332 +x— 1) cos

)

Exercicio 9

Considerando os graficos de g e h dados, ache os limites laterais de f no ponto indicado.
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/-' Exercicio 10 }
Determine:
1 Tim sen(2020x) 4 lim sen(z — 3)
z—0 T z—3 |il:2 — 2x — 3|
t
2. lim B0
x—0 g8
t — . 1—sen(x
3. lim M; p#0 5. lim 1= sen(z)
\_ T—=p T —DP TG 20—

/-' Exercicio 11 }

Calcule os limites:

1. i L 5. lim /2% +3z -8 101 9z + 3

zligl+ |l — 1] B==C3 2o o 3 —3
6. i rob
9 o lim e
5 hm,;—dl—l —+oo x2 4 3z + 4 0t Vi + .z
z—3- (3 — 1) 7 lim E 3 z—too \/x + 1
5 z——00 (T —+ 2
=
3. lim ————— 2 _ .
Bacs |z2 — Tz + 10| 8. 1lim 2% . 12. xklf}wx( z?+5—x)
T—-+00 3 —x
. (Z‘ + 1)2 9 hm z + 2 . 3 3 3 3

Exercicio 12

Determine, caso existam, as equagoes das assintotas verticais e horizontais do gréafico das fungoes abaixo.



3x 2x 222 + 1

1. f(x) = 2. f(x) = =T
1(@) z—1 @) x2+4 3 f(=) 222 — 3z
Exercicio 13
Determine os valores de a e b de modo que
i <3m2 +bz—1 )
lm (——— —azx | =0.
z—+00 xr+2
/-' Exercicio 14 }
Seja f a fungdo dada pelo gréfico a seguir:
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Baseando-se no gréfico de f, responda os seguintes itens:
1. 1 2. i 3. i 4. i
im f(2) Jim  f(z) lim f(z) im f(z)
5. Determine, caso existam, as equagoes das assintotas verticais e horizontais deste gréfico.

-

/-' Exercicio 15 }

Dé exemplos de fungoes f e g tais que

o @) _
L lim f@)=0, lm gle)=0 e lim 05—

o @)
2 Mn /) =0 lm g@)=0 ¢ lm ioy=0

3. lim —= =400 e lim —= =1
a—0+ g(z z—+oo g(x)

4 llmM=+oo e lim @:0
a0t g(z z—+oo g(x)




Exercicio 16
Calcule os limites abaixo

L lim sen(x) 9 42® + 3z + sen(z) z? 4 3z + 2sen(e®) cos(z)
xT—r .

3. lim

lim 3 5 5
x——+00 3z° —x T——00 x? + 22

Exercicio 17

2

Seja f : R — R tal que —2% + 3z < f(2) < ‘

7 para todo x # 1. Diga se existe lim1 f(z) e calcule este
z—

limite, caso exista.

Exercicio 18

Seja f: R — R tal que |f(z) — 3] < 2|z — 1| para todo « € R. Calcule lim1 f(x), caso exista.
T

Exercicio 19

Seja f : R — R tal que |f(x)| < 2* para todo x € R. Calcule lim @

z—0 X

os limites laterais sao diferentes. Na Figura 2 temos que o limite a esquerda vale 2, o limite & direita vale 2.
Portanto, lim,_,, f(x) = 2. Na Figura 3 temos que o limite & esquerda nao eiste pois a fungao nao se aproxima
de nenhum valor finito, o limite a direita vale 3. Nao existe o limite em = = a.

Temos que lim, - h(2? + 3) = lim, ,3+ h(y) =0 e lim, o+ h(z? + 3) = lim, 3+ h(y) = 0.
Como os limites laterais sao iguais, entdo lim,_,o h(z? + 3) = 0.

5. lim f(z)=5, e lim f(z)=5 = ;l_)Hle(I)=5

T—2+ T2~

6. lim f(x)=7 e lim f(z)=5 = ﬂii_)nlzf(x)

r—2+ r—2~

Se x — 07, g(x) — 1%, porque para valores de x menores que 0, g(z) = 2> +1e2?2+1> 1. Sex — 17,
f(z) = e+ 2. Portanto, lim,_,o- fog(z) =e+2. Sex — 0", g(x) — 0" e lim,_,o+ f(x) = 1. Portanto
lim,_ o+ f o g(z) = 1. Conclusdo: Nao existe o limite da composta, porque os limites laterais sao diferentes.

Na Figura 1 temos que o limite & esquerda vale 1, o limite & direita vale —2. Nao existe o limite em a = 0 pois J




2. 0; 3. 0;

-1 1 —1
4. O limite nao existe pois os limites laterais sao distintos, lim |x | _ —e li i | = ——
a1t 22 —1 2 as1-22-1
2z° —3x — b 1)(2x —5
° ° = (z+1)@2=-5) _ lim (2z —5) = -7
z+1 z——1 z+1 z——1

L VAgF1-3 L (Vird1-3) (Vigt1+3)

e +502+Tr+3 - (z +1)%(z + 3)

is2 (z-2)  (VAz+143)
_ A(z — 2) . 4 2
= lim =

=1 —_— — =5
292 (z — 2)(VAz + 1+3) o202 (VAz+1+3) 3

o523 228 4 922 + 10243 w0 @+ 1)@ +3)(2z+1)

(z+1) 2

A G D@D 5

\/H_:c—\/T g YItr-Vi-z Vita+Vi-a

20 T Vite+/1-=z
B l1+z—(1-=x)
~ e iT et vVioo)
2z
‘HOx<¢1+—x+m>
2

:m—>0(\/1+$+\/1—x) 21

1y Vetl Va2 — Yz +1

= lim

01 o+l V- Yo+l
z+1 1
= lim

T oo (z + 1) (Va2 — \/_+1:ﬂH1\/_—\/_+1) 3

Yz — Ya Va2 + Yax+ Va2
= lim 0= =
T—a Tr—a ’/1’24-%4-’/0,2

Tr—a 1

= lim =S =
e=a (g — a) (Va2 + Yax + Va?) m—"1(\/3%2—}—\3/@4—\?’/CL_Q) 3V a?




1.1imi@Q:1imi@Qﬁ . thiglﬁzhmﬁﬁzl
z—0 I z—0 x-3 z—1 x—1 t—0 t
i 200 g SO |

Tomando ¢t = x — 1 temos que

z—0 3x t—=0 ¢
l t — 0 quando x — 1

tomando ¢t = 3x temos que
t — 0 quando x — 0

[Lembrando que lim;_,o @ = 1}

Em todos os items aplicaremos o teorema do anulamento. Para isso, lembramos que precissamos comprovar
que a fungdo, cujo limite queremos calcular, se pode escrever como produto de uma fungao limitada por uma
funcdo com limite zero.

1 1
1. lim 22 - sen <—> =0 2. lim 227 - cos (—) =0
x—0 ap l x—0 49{E l
—1 < sen ! <1 (limitada) —1 < cos ! <1 (limitada)
- x) - 49z ) —
lim 22 = 0 lim 22" =0
z—0 z—0
se“(z) 4. lim (cos(xz) — 1) se ! 0
: . lim - n(—|=
3. xlgng Vr-e \z/ =0. o0 . x
. 1 o
lim vz =0 —1 <sen— <1 (limitada)
rz—0+ €T
T lim,_,o(cos(xz) —1) =0

—1§sen(—>§1 o
T — e ! < (%) < e (limitada)

e” crescente

1
5. lim (2x2+x—1)~cos< )
r——1 r+1

i

1
—1 < cos <—> < 1 (limitada)
z+1

hmgﬁ+x—1=0

z——

2. lim f(z)=0; lim f(z)=0

T—2~ z—2+1




Tomando y = 20202 entao
y — 0 quando x — 0

sen(2020z) - 2020 J

1 i S020202) _ L 9020 1im %) _ 9099

z—0 T z—0 x - 2020 y—=0 y

h 1

2. lim 8057 _ pyy, Sen0o) o gsenth) =5

250 x 20 x cos(5x) l h—0  h 20 cos(hx)

Fazendo h = 5x temos que
h — 0 quando z — 0
- - 1

3. fim B oy, t8le-p) g, W) 1

zp 22 — p2 z—p (z — p)(x + p) l h—0 h(h+2p) 2p

Fazendo h = x — p temos que
h — 0 quando z — p

4. Como temos um médulo no denominador e 22 — 2z — 3 = (z — 3)(z — 1) tem sinais diferentes a esquerda
e a direita de 3, vamos calcular os limites laterais.

sen(z—3) . sen(z—3) -1 sen(z—3) (1)

B o) g BBy TGl )
o |22 — 22 — 3| l el —(z—3)(z+1) o3 o+ 1 o5 73 l

Fazendo t = x — 3 temos que

Como = < 3 (menor que 3 mas perto suficiente)
t — 0~ quando x — 3™

temos quez —3<0exz+1>0.
Entdo 22 -2z - 3=(z—-3)(z+1) <0

Analo te, li (@ =5 L ortanto li son(@=¢) ao existe
n amente, L e = — R rtan 1M ——— — hao €X o
s ooar 12 —22-3 4P a8 |22 — 2z — 3]




5.

l1—seng  L—sen (t + g) 1 —sen(t) cos (g) — cos(t) sen (g)

lim — = lim = lim
=% 2x—T l t—0 2t l t—0 2t
m brindo o seno da soma:
Tomando t =z — —, a
mat Ty sen(a + 3) = sen(a) cos(B) + cos(a) sen(B) ‘

temos que t — 0 quando x — 5

[sen(%) =1lecos(f) = 0}

l 1— 1— 1
3 tim cos (t) _ m cos(t) 1+ cos(t)
i—0 2t t—0 2t 1+ cos (t)

1—cos?(t) m sen? (t) _1 lim sen(t) im sen(t) _

150 2t - (1+ cos (1)) l t502t- (1 +cos(t)) 2 t=0 t  t=0 1+ cos(t) J

T B T R T
- 71+ cos(t)
~ J
B o N
1. lim ——— = lim = 400
a—1t |z — 1]  am1tz—1
20 +7
2. lim —— =
wigl— (3 - .'17)2 oo
0 -5 — 1
3. Neste item temos uma indeterminagdo do tipo 0’ x]igl_ |:L'2—x7—x+10| = mlfél_ m =
. -1 1
lim =—=
z—5- & — 2 3
1 2 2 2 1 1
A lim EFDT o A2l ol
T—>+00 a5 T—+00 €T T—+o00 x
5. lim V/z%+3z—8=—00
r—>—00

00
Nos itens 6-11 temos indeterminacao do tipo —.
00

6.

r—5 . 1—-2
im —————— = lim ——% _ —
etoo 22+ 3044  e—tox+3+ 2
) —3 . 1-2
lim = lim “2”:—
z——oc0 Tx + 2 T——00 7—|—5 7
. 2 -2 . x—2
lim = lim 3 L ——0
T—r+00 3—3’; z~>+oo;—
) . x4+ 2 z+2 ) 1+2 1

lim ——— = - =z
z——00 4/0x2 — 3 T——00 |x| /9 . % l T——00 r 9_ % T——00 9_ % 3

como r — —oo entao x < 0.
Assim que |z| = —z




Nos itens 12 e 13 temos indeterminagao do tipo co — oo

2 — 2
12, lm o(VEFE—2)= lim FVFFS—o)(Ve+5+2)
T—+00 r— 400 m+ -
_ow(@® 4527 . 5x 5
= lim ———= lim ——  —
=400 \xZ4+ 541 T—+00 m+x 2
Vamos usar a igualdade ad — b3 = (a—b) (a2 + ab+ b2)

considerando a = Va3 +2 e b= /23 —2

l

(\%03 +2— a3 — 2) ((\3/x3 +2)2 + V23 +2Vx3 -2+ (Va3 — 2)2)

13. lim (V23 42— /23 -2)= lim
— 00

z— T——00 (Va3 +2)2 + Va3 + 2va? — 2+ (V23 — 2)2

2342 — (23 —2)

= lim
=00 (/3 +2)2 + V23 + 2V/23 — 24 (Va3 — 2)2
li 1 0
= 1m =
e=—00 (/z3 +2)2 + vVz3 + 2vz3 — 2+ (Va3 — 2)?
g J
-~ (Bolughio do Exercteio 12] \
L D(f)=R\ {1}
3
Assintota horizontal: y = 3, pois lim =3e lim T
T——00 I — z—+oco x — 1
. . N 3x . 3x
Assintota vertical: x = 1, pois lim =400 (e lim =—00 .
z—1t x —1 z—1- 2 —1
2. D(f)=R
Assintota horizontal: y = —2 e y = 2, pois
2 2 2
- i T~ lim i 2

hm —_— = llm —_—
T—=—00 \/x2 4+ 4 T——00 |IE| 1+ iz
z

Como & — —oo entao x < 0
Assim |z| = —x

e similarmente
2x 2z

lim ——= lim ——— =2.
T—+00 1‘2 +4 T——00 o /1 + %

Assintota vertical: Nao possui assintota vertical

3. D(f)=R\ {0,3/2}

2z% +1 222 +1
Assintota horizontal: y = 1, pois xli)rfoo ﬁ =1le wgrfw ﬁ =
Assintota vertical: x =0e z = > pois
I 222 4+ 1 n . I 222 + 1
im ————=+ 00 assim como lim ———— = -0
z—0- 222 — 3z z—0+ 202 — 3z

10

Jw%—oo — g /1+:;i2




222 +1 2% +1

lirir))l_ 927 3 —00 assim como lir§+ e +00.

. B—a)2*+(b-2a)r—1 3—a=0 a=3
lim =0« &
z—+00 T+ 2 b—2a=0 b=6
1. wgr_noo f(z) =—o0 2. wgrfoof(m) =6
3. 1l == 4. i = f(10) =16
lim f(x) 00 o f(z) = f(10)
5. Assintota horizontal: y = 6. Assintota vertical: x = 10.

-

1. Se f(x) =z e g(x) = 22, teremos
1
lim f(z)= lim z =0, lim g(z) = lim 22=0 e lim @) = lim — = lim - = 400
z—0F z—0t z—0+ z—0t z—0t g CC) z—0+ x2 z—0t T
2. Se f(z) =1/2% e g(x) = 1/, teremos
1 o 1
lim f(z)= lim — =0, lim g(z)= lim —=0 e lim M: lim 3”1—2— lim — =0
T—+00 r—+00 I r—+00 r—+00 T r—+00 g(m T—+00 P r—+00 I
3. Se f(z) =z +1e g(x) =z, teremos
1 1
lim @:hm s =400 e lim M: lim s =1
z—0t g 1‘) r—0+ x r—+o0 g {,C) r—+oo I
4. Se f(x) =z + 1 e g(x) = 22, teremos
1 1
lim wzlim vt =400 e lim @Z lim Tt =0.
a—0t g(z)  az—o0t 2 z—+oo g(x)  aofoo 22

-

1. Como —1 < sen(z) < 1, temos
—|z| < x sen(z) < ||,

logo, como
lim —|z| = lim |z| =0,
r—0 z—0

11




temos, pelo Teorema do Confronto,
lim z sen(z) = 0.
x—0
2. Como —1 < sen(z) < 1 entao temos
47 + 3z — 1 <4z3+3x+sen(x) <42 + 3z +1.

Para z suficientemente grande, 32% — 22 > 0, logo

423 + 3z — 1 < 423 4 3z +sen(x) _ 4z +3z+1

33 — 22 33 — 22 33 g2
Como
im 4m3+3m—1_4 . lim 4az3+3$—|—1_4
st 3x3—22 3 sfo0 3x3—x2 3

temos, pelo Teorema do Confronto,

. 423+ 37 +sen(z) 4
lim =-.
T—+00 3x3 — a2 3

3. Como —1 < sen(e”) <1e —1 < cos(zr) <1, temos —2 < 2sen(e”) cos(x) < 2, logo
22 + 32 — 2 < 2% + 3z + 2sen(e”) cos(z) < 2 + 3z + 2
Para x muito negativo, 22 + 22 > 0, logo

2%+ 31 —2 < 22 + 3z + 2sen(e®) cos(x) < 22+ 3z +2

24+ 2c 2 4 22 S 224922
Como
. 2 +3z—2 . 2 +3x+2
lm ————=1 e lim ———— =1
z——o0 1242 z——o00 x2 421

Assim, pelo Teorema do Confronto,

22 + 3z + 2sen(e®) cos(x)

acgr—noo 2 + 2z =1
\
Temos que
24 35 < f( )<x2—1
—x z < f(x) <
z—1
Ainda mais,
2 _ -1 1
lim—22+3x=2 e lim > = imw:hm(z—i—l):z
z—1 z—1 x —1 z—1 r—1 z—1
Logo, pelo Teorema do Confronto,
lim f(z) =2
-

Como |f(z) — 3| < 2|z — 1], temos
2|z -1 < f(z) —3 <2z —1].

12



Como
lim 2|z —1]=0 e lim—2lz—1]=0
rz—1 r—1

pelo Teorema do Confronto, temos
lim (f(z) —3) =0.

rx—1
Com isso,
lim f(x) = 3.
0= lim (f(z) - 3) = lim f(2) - lim 3 = (lim f(x)) =3 |
g

Como 0 < |f(z)| < z* entdo, para = # 0 temos

Portanto

e assim temos

Como lim —|z|*> = 0 e lim |z|> = 0. Entdo, pelo Teorema do Confronto, temos
z—0 z—0

lim @ =0.
z—0 X

13



